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ان حقل اعتفنا اذاʈمنه جزء أي أو ( جر( السائل حركة إن فنقول  ما لسائل ʏذا ࢭɸ اݍݰقل )لم ااذ , مستمرة )اݍݨزء أو 

  .السائل ʇشغلɺا لا انقطاع مناطق أو Cavity تجاوʈف اية ɸناك تكن

ʏذه ࢭɸ السائل كتلة فإن اݍݰالة ʏعف الۘܣ الزمن واحدة ࢭȖ ت مغلق سطح أيȎمث ʏان حقل ࢭʈذا .ثابتة تبقى اݍݨرɸما و 

  .المادة أو  الكتلة انحفاظ قانون  عليه يطلق

يطلق ʄعف الۘܣ التفاضلية المعادلة عڴȖ ذا عنɸ  الاستمرار معادلة القانون Continuty equation ا الۘܣɺلأول  صاغ 

.M.Wلومونوسوف الرو؟ۜܣ العالم مرة Lomonossowf )1711-1765( 1748 عام.
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𝑉ଵ

𝑉ଶ

𝐴ଵ
𝐶ଵ

𝐶ଶ

ة التȋعتف أنبوɲ سيطةȎصياغْڈا ال ʏل لاشتقاق معادلة الاستمرار ࢭɢالش ʏيار ࢭ  ,

حيث تدخل  Flow systemالۘܣ تمثل جملة ف؈قيائية مفتوحة أو جملة جرʈان 

كتلة معينة من  𝐶ଵواݝݰدد بالمنحۚܣ المغلق  𝐴ଵمقطع الدخول الذي مساحته 

واݝݰدد بالمنحۚܣ  𝐴ଶالسائل تخرج بɢاملɺا من مقطع اݍݵروج الذي مساحته 

.𝐶ଶالمغلق 

كن أن أي انه لا يم, يفرض أن خيط التيار مستمر وخال من الينابيع والبالوعات

,  يظɺر أي سائل جديد أو يختفي جزء من السائل العابر

 لتكن𝜌 = f(s)  انʈاتجاه اݍݨر ʏا متغ؈فة ࢭɺكثافة السائل الۘܣ نفرضs  , ونɢفت
 Aاحته كتلة السائل ࢭʏ واحدة الزمن الۘܣ Ȗعف مقطعا ما من انبوȋة  التيار مس

�̇�: ۂV  ʏوالسرعة الموزعة عليه بانتظام  = 𝜌𝑉𝐴  .

 ةتبقىȋطول أنبو ʄذه الكتلة بموجب قانون إنحفاظ المادة ثابتة عڴɸ وعليه . التيار

:يةتأخذ معادلة الاستمرار لݏݨرʈانات وحيدة البعد المستقرة الصياغة التال
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𝑉ଵ

𝑉ଶ

𝐴ଵ
𝐶ଵ

𝐶ଶ

 انات وحيدة البعد المستقرة الصياغوعليهʈة التاليةتأخذ معادلة الاستمرار لݏݨر:

�̇� = 𝑑𝑚 𝑑𝑡⁄ = 𝜌𝑉𝐴 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡       (𝑽| 𝑨 ; => 𝑑�̇� = 0

:حيث

 dm  عفȖ كتلة السائل الۘܣA  خلال الففة الزمنية القص؈فة جداdt ,𝑨

 السطح ʄشعاع الناظم عڴ . ʄيطلق عڴ�̇�  ʏغزارة التدفق الكتڴrat of mass discharge او

ʏوله واحدة القياس, التيار الكتڴ.

 سܢ اݍݨداءʇ نماʋب𝜌V ʏتج من تطبيق ا. كثافة التيار الكتڴɴأما قيمة الثابت فت ʄلمعادلة عڴ
مقطع مساحته معروفة بالإضافة لقيمة السرعة والكثافة 

�̇� = 𝑚 𝑡⁄ = 𝑘𝑔 𝑠ିଵ =
1

9.81
𝑘𝑝 𝑠 𝑚ିଵ
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𝑉ଵ

𝑉ଶ

𝐴ଵ
𝐶ଵ

𝐶ଶ

 انات وحيدة البعد المستقرة الصياغوعليهʈة التاليةتأخذ معادلة الاستمرار لݏݨر:

�̇� = 𝑑𝑚 𝑑𝑡⁄ = 𝜌𝑉𝐴 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡       (𝑽| 𝑨 ; => 𝑑�̇� = 0

  ؤخذ عادة مقطع الدخولʈتج    2أو اݍݵروج     1وɴحيث ي :

𝜌ଵ𝑉ଵ𝐴ଵ = 𝜌ଶ𝑉ଶ𝐴ଶ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

 حالة ʏانات غ؈ف القابلة للإنضغاطࢭʈأي ذات الكثافة الثابتة, اݍݨر𝜌 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

:تأخذ معادلة الاستمرار شكلا اȊسط

�̇� = 𝑑𝑉 𝑑𝑡⁄ ≡ 𝑄 = 𝑉𝐴 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡       (𝑽| 𝑨 : 𝑑�̇� = 0

 عفʇ السائل الذيA  خلالdt , لɢكما تصبح العلاقة من الش:𝑉ଵ𝐴ଵ = 𝑉ଶ𝐴ଶ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 
.الۘܣ تتحدد مٔڈا قيمة الثابت

 ʄيطلق عڴ𝑄 = �̇�   غزارة التدفق اݍݱݨܣ أو التيار اݍݱݨܣVolume flow وله واحدة القياس:

𝑄 = 𝑉 𝑡⁄ = 𝑚ଷ 𝑠ିଵ
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𝑉ଵ

𝑉ଶ

𝐴ଵ
𝐶ଵ

𝐶ଶ

صياغة اݍݨملة التالية ʄأساس ما تقدم نصل إڲ ʄعڴ:

 حالة السوائل القشرط ʏانات وحيدة البعد المستقرة يقغۜܣ ࢭʈابلة الاستمرار لݏݨر

, لمقطع ثابتاللإنضغاط بأن يɢون التيار الكتڴʏ كجداء لكثافة التيار الكتڴʏ ࢭʏ مساحة ا

 ʏون التيار اݍݱݨܣ كجداء للسوࢭɢحالة السوائل غ؈ف القابلة للإنضغاط بأن ي ʏرعة ࢭ

"التياروذلك عڴʄ طول انبوȋة , مساحة المقطع ثابتا
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ʋع مجموعة من أنابʉحالة وصل أو تفر ʏب التيار تطبيق معادلة الاستمرار ࢭ

4

1 2 3

6 5

𝑉ଷ

𝑉ସ

𝑉ଶ

𝑉ଵ

𝑉ହ

𝑉

حالة توحي ʄأيضا عڴ ʄأو ) وصل(د إن معادلة الاستمرار بصيغْڈا تنطبق عڴ

.التيارتفرʉغ مجموعة من أنابʋب 

ب لنقل الغازʋا عمليا تمثل شبكة من الأنابɸأو الماء الۘܣ يمكن تصور  .

:وɢʈون ࢭɸ ʏذه اݍݰالة

 𝜌𝑉𝐴

 



=  𝜌𝑉𝐴

 



     (𝜌 ≠ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡)

 𝑉𝐴

 



=  𝑉𝐴

 



     (𝜌 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡)

السائلʇش؈ف اڲʄ مقاطع دخول  .…,i=1,2,3: حيث

. إڲʄ مقاطع خروجه .…,j=2,4,6و  

 ذاɸعۚܣ أن مجموع التيارات الكتلية وʇ )اݍݨ) أو اݍݱݨمية ʄملة الداخلة اڲ

) ݱݨميةأو اݍ( الف؈قيائية المفتوحة ʇساوي اڲʄ مجموع التيارات الكتلية 

.اݍݵارجة مٔڈا
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ʋع مجموعة من أنابʉحالة وصل أو تفر ʏب التيار تطبيق معادلة الاستمرار ࢭ

4

1 2 3

6 5

𝑉ଷ

𝑉ସ

𝑉ଶ

𝑉ଵ

𝑉ହ

𝑉

 ʏستخلص مايڴɲ من المعادلة السابقة:

  لماɠة التيار تزداد السرعةȋالعك, صغرت مساحة مقطع أنبوȋسو  .

 ʄفكرة واܷݰة عن مناطق عڴ ʄذا الأساس يمكن اݍݰصول عڴɸ

السرعة الأعظمية والأصغرʈة  

 عدد لا ٰإذا ʄان اڲʈان بحيث نقسم حقل اݍݨرʈي رسمنا صورة اݍݨرǿڈا

ة أن فيتܸݳ Ȋسɺول, من أنبوȋات التيار ذات التيار اݍݱݨܣ الواحد

, ن Ȋعضɺاالسرعة تزداد ࢭʏ المناطق الۘܣ تتقارب فٕڈا خطوط التيار م

.ɺاوتقل ࢭʏ المناطق الۘܣ تȘباعد فٕڈا خطوط التيار عن Ȋعض

)نظرʈة خيط التيار( معادلة الاستمرار وحيدة البعد 
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ʋع مجموعة من أنابʉحالة وصل أو تفر ʏب التيار تطبيق معادلة الاستمرار ࢭ

4

1 2 3

6 5

𝑉ଷ

𝑉ସ

𝑉ଶ

𝑉ଵ

𝑉ହ

𝑉

انات غ؈ف القابلة للانضغاط عامʈاݍݨر ʄيجة تنطبق عڴȘذه النɸ ة و تنطبق

. وتعڴʄ اݍݨرʈانات القابلة للانضغاط حۘܢ سرعات أقل من سرعة الص

 غ؈ف الكثافة, إذا زادت السرعة عن سرعة الصوتأماȖ ونɢأي عندما ي 

:فتɢون ɸناك علاقة معاكسة تماما ب؈ن السرعة والمقطع, كب؈فا

𝑑�̇� = 0 => 𝑑 𝜌𝑉𝐴 = 𝑉𝐴𝑑𝜌 + 𝜌𝐴𝑑𝑉 + 𝜌𝑉𝑑𝐴 = 0

 ʄعد التقسيم عڴȊ ومنه𝜌𝑉𝐴 تجɴي:

𝑑𝜌

𝜌
+

𝑑𝑉

𝑉
+

𝑑𝐴

𝐴
= 0

صياغة أخرى لمعادلة الاستمرار لݏݨرʈانات المستقرة القابلة للإنضغاط

ون  الۘܣ اݍݰدية اݍݰالة اعتفنا فاذاɢسۗܣ التغ؈ف فٕڈا يɴأكف للكثافة ال 

:نجد للسرعة الɴسۗܣ التغ؈ف من بكث؈ف
𝑑𝜌

𝜌
≫

𝑑𝑉

𝑉
→

𝑑𝐴

𝐴
= −

𝑑𝜌

𝜌
→ 𝐴~

1

𝜌
= ʋ



08/09/1441

6

)نظرʈة خيط التيار( معادلة الاستمرار وحيدة البعد 

Page 11 – د م سعيد شق؈ف

انيةوالكهربائية الثكلية الهندسة الميكانيكية 
قسم الميكانيك العام

ون  الۘܣ اݍݰدية اݍݰالة اعتفنا فاذاɢسۗܣ التغ؈ف فٕڈا يɴسۗܣ غ؈فالت من بكث؈ف أكف للكثافة الɴللسرعة ال 

:نجد

𝑑𝜌

𝜌
≫

𝑑𝑉

𝑉
→

𝑑𝐴

𝐴
= −

𝑑𝜌

𝜌
→ 𝐴~

1

𝜌
= ʋ

1 2 3𝑀𝑎 < 1 𝑀𝑎 > 1

𝑀𝑎 = 1

:نفاثة لافال 
جرʈان تحت صوȖي 

جرʈان صوȖي
جرʈان فوق صوȖي

1
2
3

𝑀𝑎 < 1
𝑀𝑎 = 1

𝑀𝑎 > 1

للغاز ʏناسب طردا مع اݍݱݨم النوڤȘأي ان المقطع ي  .
 فيوحيث ʏادة اݍݱݨم النوڤʈلز ʏالتاڲȋادة السرعة تؤدي لنقصان الضغط وʈجب توسيع أن ز

. المقطع لݏݰصول عڴʄ سرعات عالية أكف من سرعة الصوت
 ʄذا الاساس صممت عڴɸدي دي لافال  نفاثة لافالʈندس السوɺسبة للمɲde Laval(1845-

.  والۘܣ Ȗشɢل عنصرا أساسيا ࢭʏ بناء العنفات البخارʈة والغازʈة (1913

)نظرʈة خيط التيار( معادلة الاستمرار وحيدة البعد 
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1 2 3𝑀𝑎 < 1 𝑀𝑎 > 1

𝑀𝑎 = 1

:نفاثة لافال 
جرʈان تحت صوȖي 

جرʈان صوȖي
جرʈان فوق صوȖي

1
2
3

𝑀𝑎 < 1
𝑀𝑎 = 1
𝑀𝑎 > 1

ة تتألفȋيتضيق أنبوب من لافال أنبو ʏجيا المقدمة ࢭʈثم حرج اصغري  مقطع حۘܢ تدر 

  تدرʈجيا يتوسع

 ʏالصوت سرعة تبلغ حۘܢ السرعة تقايد المتضيق القسم ࢭ ʏناقالاخت منطقة ࢭ.  

صوتية فوق  السرعة تصبح ثم من. 

نا الأشارة تجدرɸ ذا تفاصيل أنɸ انʈتدخل اݍݨر ʏالغازديناميك أبحاث ࢭ.

ستلزم أعلاه الواردة بصيغْڈا الاستمرار معادلة تطبيق إنʇ, أن ,كرناذ كما 

  اݍݨرʈان يɢون 
ً
 ينطبق ام وɸذا .المقطع عڴʄ بانتظام موزعة والسرعة ,مستقرا

ʄانات عڴʈالمثالية اݍݨر. 
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ستلزم أعلاه الواردة بصيغْڈا الاستمرار معادلة تطبيق إنʇ, أن ,كرناذ كما 

  اݍݨرʈان يɢون 
ً
 ينطبق ام وɸذا .المقطع عڴʄ بانتظام موزعة والسرعة ,مستقرا

ʄانات عڴʈالمثالية اݍݨر. 

) الوسطية أو كثافة التيار الكتڴȖ)ʏعرʈف السرعة الوسطية للتيار اݍݱݨܣ 
.لتطبيق معادلة الإستمرار عڴʄ اݍݨرʈانات اݍݰقيقية

𝑉

𝑉෨

𝑟

𝑑𝐴
𝑉(𝑟)

أما ʏون  الۘܣ اݍݰالة ࢭɢالسرعة توزع فٕڈا ي V ʄالتيار أنبوب مقطع عڴ A غ؈ف 

 من يعمدف ,الأنابʋب ࢭʏ اݍݰقيقي لݏݨرʈان بالɴسبة اݍݰال ɸو كما ,منتظم

 تيارال كثافة مفɺوم إدخال إڲʄ السابقة المعادلات ܵݰة عڴʄ الإبقاء أجل

ʏالوسطية الكتڴ𝜌𝑉෪ ʏوم ,اݍݱݨم المتغ؈فة السوائل حالة ࢭɺالسرعة ومف 

Mean اݍݱݨܣ للتيار  الوسطية Velocity 𝑉෨ ʏالثابتة السوائل حالة ࢭ 
.اݍݱݨم
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التيار أنبوب جزأنا فإذا ʄي لا عدد اڲǿات من ٰڈاȋالصغر ئيةاللاٰڈا المقاطع ذات التيار أنبو dA 

 عڴʄ الاجماڲʏ تڴʏالك للتيار بالɴسبة فيɴتج بانتظام علٕڈا موزعة السرعة اعتبار يمكن بحيث

:غرار

�̇� = 𝜌𝑉෪ 𝐴 = න 𝜌𝑉𝑑𝐴 → 𝜌𝑉෪ =
1

𝐴
න 𝜌𝑉𝑑𝐴



سبةɴالȋاݍݱݨܣ للتيار و ʏالاجماڲ ʄغرار عڴ:

𝑄 = 𝑉෨𝐴 = න 𝑉𝑑𝐴 → 𝑉෨ =
1

𝐴
න 𝑉𝑑𝐴



 ʄعتمد أساسا عڴʇ بʋالأناب ʏان ࢭʈلݏݨر ʏإن اݍݰساب العمڴ𝑉෨  أو𝜌𝑉෪  ,عدȊ كما سفى فيما

) الوسطية أو كثافة التيار الكتڴȖ)ʏعرʈف السرعة الوسطية للتيار اݍݱݨܣ 
.لتطبيق معادلة الإستمرار عڴʄ اݍݨرʈانات اݍݰقيقية

𝑉

𝑉෨

𝑟

𝑑𝐴
𝑉(𝑟)
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Page 15 – د م سعيد شق؈ف

انيةوالكهربائية الثكلية الهندسة الميكانيكية 
قسم الميكانيك العام

غ؈ف  اشتقاق معادلة الاستمرار العامة لݏݨرʈانات غ؈ف القابلة للانضغاط
المستقرة

x

z

y

0

A
B

D

C

Aሖ

Bሖ

D ሖ

Cሖ

𝑑𝑥

𝑑
𝑧

𝜌
𝑢

.𝑑
𝑦

𝑑
𝑧

𝜌
𝑢

+
𝜕

𝜌
𝑢

𝜕
𝑥

𝑑
𝑥

𝑑
𝑦

𝑑
𝑧

𝜌𝑤 +
𝜕 𝜌𝑤

𝜕𝑧
𝑑𝑧 𝑑𝑦𝑑𝑥

𝜌𝑣 +
𝜕 𝜌𝑣

𝜕𝑦
𝑑𝑦 𝑑𝑧𝑑𝑥

𝜌𝑤. 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝜌𝑣. 𝑑𝑧𝑑𝑥

 عتف اݍݰركة العامة غ؈ف المستقرة لسائل قابل للانضغاطɲ𝑽 = 𝑓 𝑥,𝑦,𝑧,𝑡  
 ,𝜌 = 𝑓 𝑥,𝑦,𝑧,𝑡  , ان جزئيا ݯݨميا ماʈونقتطع من داخل حقل اݍݨر  ,

الۘܣ  dx,dy,dzنفرضه للسɺولة Ȋشɢل متوازي مستطيلات أطوال أضلاعه 

x,y,zنأخذɸا موازʈة ݝݰاور الأحداثيات 

أن نفرض u,v,w , السرعة شعاع مركبات تمثل V وجوه عف الداخل للسائل 

المستطيلات متوازي 

ذه مساحة أن باعتبارɸ صغ؈فة الوجوه  
ً
 موزعة ڴʏالكت التيار كثافة فتɢون  , جدا

 الذي A,B,C,D الأʇسر السطح تدخل الۘܣ السائل كتلة وتɢون  .بانتظام علٕڈا

  :ۂx ʏ اݝݰور  باتجاه dt الزمنية الففة خلال dA=dydz مساحته

𝜌𝑢 𝑑𝑦𝑑𝑧𝑑𝑡 .  

نماʋالمقابل الأيمن السطح من تخرج الۘܣ السائل كتلة تبلغ ب 𝐴ሖ𝐵ሖ 𝐶ሖ𝐷ሖ خلال dt 
 ذات داݍݰدو  ɠافة وɸمال تايلور  كسلسلة التاȊع ɲشر طرʈقة عڴʄ بالاعتماد

:العليا المراتب

معادلة الاستمرار العامة

Page 16 – د م سعيد شق؈ف

انيةوالكهربائية الثكلية الهندسة الميكانيكية 
قسم الميكانيك العام

غ؈ف  اشتقاق معادلة الاستمرار العامة لݏݨرʈانات غ؈ف القابلة للانضغاط
المستقرة

x

z

y

0

A
B

D

C

Aሖ

Bሖ

D ሖ

Cሖ

𝑑𝑥

𝑑
𝑧

𝜌
𝑢

.𝑑
𝑦

𝑑
𝑧

𝜌
𝑢

+
𝜕

𝜌
𝑢

𝜕
𝑥

𝑑
𝑥

𝑑
𝑦

𝑑
𝑧

𝜌𝑤 +
𝜕 𝜌𝑤

𝜕𝑧
𝑑𝑧 𝑑𝑦𝑑𝑥

𝜌𝑣 +
𝜕 𝜌𝑣

𝜕𝑦
𝑑𝑦 𝑑𝑧𝑑𝑥

𝜌𝑤. 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝜌𝑣. 𝑑𝑧𝑑𝑥

بالاعتماد ʄقة عڴʈشر طرɲ عȊمال تايلور  كسلسلة التاɸافة وɠ ذات وداݍݰد 

:العليا المراتب

𝜌𝑢 +
∂ 𝜌𝑢

∂𝑥
𝑑𝑥 𝑑𝑦𝑑𝑧𝑑𝑡

تج ومنهɴباتجاه والداخلة اݍݵارجة السائل كتلة ب؈ن الفرق  ي x: 

∂ 𝜌𝑢

∂𝑥
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧𝑑𝑡

قة بنفسʈذا قيمة نجد الطرɸ  ن باتجاه الفرقʈن اݝݰورʈالآخر z,y. 
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انيةوالكهربائية الثكلية الهندسة الميكانيكية 
قسم الميكانيك العام

غ؈ف  اشتقاق معادلة الاستمرار العامة لݏݨرʈانات غ؈ف القابلة للانضغاط
المستقرة

x

z

y

0

A
B

D

C

Aሖ

Bሖ

D ሖ

Cሖ

𝑑𝑥

𝑑
𝑧

𝜌
𝑢

.𝑑
𝑦

𝑑
𝑧

𝜌
𝑢

+
𝜕

𝜌
𝑢

𝜕
𝑥

𝑑
𝑥

𝑑
𝑦

𝑑
𝑧

𝜌𝑤 +
𝜕 𝜌𝑤

𝜕𝑧
𝑑𝑧 𝑑𝑦𝑑𝑥

𝜌𝑣 +
𝜕 𝜌𝑣

𝜕𝑦
𝑑𝑦 𝑑𝑧𝑑𝑥

𝜌𝑤. 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝜌𝑣. 𝑑𝑧𝑑𝑥

 ونɢي ʏالفرق  بالتاڲ ʏالسطح عف والداخلة اݍݵارجة السائل كتلة ب؈ن الكڴ 

ʏالزمن خلال اݍݱݨܣ لݏݨزيء اݍݵارڊ dt:

𝑑�̇� =
∂ 𝜌𝑢

∂𝑥
+

∂ 𝜌𝑣

∂𝑦
+

∂ 𝜌𝑤

∂𝑧
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧𝑑𝑡

Ȗغ؈ف ࢭʏ ة بموجب قانون انحفاظ الكتلɸذا الفرق ࢭʏ كتلة السائل يجب أن ʇعادله 

.كتلة السائل داخل اݍݨزيء اݍݱݨܣ ناتج عن Ȗغ؈ف كثافة السائل مع الزمن

انت فإذاɠ السائل كثافة ʏالݏݰظة ࢭ t ʏۂ 𝜌 𝑥,𝑦,𝑧,𝑡 فتصبح ʏالݏݰظة ࢭ 𝑡

+ 𝑑𝑡  ساويȖ 𝜌 +
డఘ

డ௧
𝑑𝑡

 ونɢي ʏيطرأ الذي التغ؈ف بالتاڲ ʄܣاݍݱݨ اݍݨزيء داخل السائل كتلة عڴ :

𝑑𝑚 = 𝜌 − 𝜌 +
∂𝜌

∂𝑡
𝑑𝑡 𝑑𝑉 = −

∂𝜌

∂𝑡
𝑑𝑡𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧𝑑𝑚 = 𝜌 − 𝜌 +

∂𝜌

∂𝑡
𝑑𝑡 𝑑𝑉 = −

∂𝜌

∂𝑡
𝑑𝑡𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

معادلة الاستمرار العامة
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انيةوالكهربائية الثكلية الهندسة الميكانيكية 
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غ؈ف  اشتقاق معادلة الاستمرار العامة لݏݨرʈانات غ؈ف القابلة للانضغاط
المستقرة

x

z

y

0

A
B

D

C

Aሖ

Bሖ

D ሖ

Cሖ

𝑑𝑥

𝑑
𝑧

𝜌
𝑢

.𝑑
𝑦

𝑑
𝑧

𝜌
𝑢

+
𝜕

𝜌
𝑢

𝜕
𝑥

𝑑
𝑥

𝑑
𝑦

𝑑
𝑧

𝜌𝑤 +
𝜕 𝜌𝑤

𝜕𝑧
𝑑𝑧 𝑑𝑦𝑑𝑥

𝜌𝑣 +
𝜕 𝜌𝑣

𝜕𝑦
𝑑𝑦 𝑑𝑧𝑑𝑥

𝜌𝑤. 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝜌𝑣. 𝑑𝑧𝑑𝑥

ساوي  منȖ تج السابقت؈ن العلاقت؈نɴعد يȊ الاختصار 𝑑𝑡𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 والإصلاح:

∂𝜌

∂𝑡
+

∂ 𝜌𝑢

∂𝑥
+

∂ 𝜌𝑣

∂𝑦
+

∂ 𝜌𝑤

∂𝑧
= 0

∂𝜌

∂𝑡
+

∂ 𝜌𝑢

∂𝑥
+

∂ 𝜌𝑣

∂𝑦
+

∂ 𝜌𝑤

∂𝑧
= 0

ي ݍݨرʈان ثاȜمعادلة الاستمرار العامة علٕڈا يطلق 

غ؈ف مستقر وقابل للانضغاط, المقاس
نا إذاʈي الاشتقاق أجرǿالتيار كثافة لمركبات اݍݨز ʏضمن صورةاݝݰ الكتڴ 

𝐷𝜌 أن السابقة المعادلة بموجب ولاحضنا أقواس 𝐷𝑡⁄ التفاضل يمثل 

: وأن للكثافة التام المادي
∂𝑢

∂𝑥
+

∂𝑣

∂𝑦
+

∂𝑤

∂𝑧
= 𝛽         ; 𝛽 = 𝑠ିଵ

أو سرعة تمدد واحدة ݯݨم السائل معامل التمدد اݍݱݨܣيمثل 

ʏل التاڲɢفإن العلاقة السابقة تأخذ الش

𝐷𝜌

𝐷𝑡
+ 𝜌𝛽 = 0
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انيةوالكهربائية الثكلية الهندسة الميكانيكية 
قسم الميكانيك العام

غ؈ف  اشتقاق معادلة الاستمرار العامة لݏݨرʈانات غ؈ف القابلة للانضغاط
المستقرة

x

z

y

0

A
B

D

C

Aሖ

Bሖ

D ሖ

Cሖ

𝑑𝑥

𝑑
𝑧

𝜌
𝑢

.𝑑
𝑦

𝑑
𝑧

𝜌
𝑢

+
𝜕

𝜌
𝑢

𝜕
𝑥

𝑑
𝑥

𝑑
𝑦

𝑑
𝑧

𝜌𝑤 +
𝜕 𝜌𝑤

𝜕𝑧
𝑑𝑧 𝑑𝑦𝑑𝑥

𝜌𝑣 +
𝜕 𝜌𝑣

𝜕𝑦
𝑑𝑦 𝑑𝑧𝑑𝑥

𝜌𝑤. 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝜌𝑣. 𝑑𝑧𝑑𝑥

ʏان حالة ࢭʈون  المستقر اݍݨرɢي 𝑑𝜌 𝑑𝑡 = : الشɢل من وتصبح ⁄0

∂ 𝜌𝑢

∂𝑥
+

∂ 𝜌𝑣

∂𝑦
+

∂ 𝜌𝑤

∂𝑧
= 0

سطȊأو بالصيغة الشعاعية الأ:

𝑑𝑖𝑣 𝜌𝑽 = 0

 يقغۜܣ رومستق للإنضغاط قابل ݍݨرʈان الاستمرار شرط أن Ȗعۚܣ الۘܣ

  الكتڴʏ التيار كثافة Divergence شعاع تفرق  يɢون  بأن
ً
.معدوما

معادلة الاستمرار العامة
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غ؈ف  اشتقاق معادلة الاستمرار العامة لݏݨرʈانات غ؈ف القابلة للانضغاط
المستقرة

x

z

y

0

A
B

D

C

Aሖ

Bሖ

D ሖ

Cሖ

𝑑𝑥

𝑑
𝑧

𝜌
𝑢

.𝑑
𝑦

𝑑
𝑧

𝜌
𝑢

+
𝜕

𝜌
𝑢

𝜕
𝑥

𝑑
𝑥

𝑑
𝑦

𝑑
𝑧

𝜌𝑤 +
𝜕 𝜌𝑤

𝜕𝑧
𝑑𝑧 𝑑𝑦𝑑𝑥

𝜌𝑣 +
𝜕 𝜌𝑣

𝜕𝑦
𝑑𝑦 𝑑𝑧𝑑𝑥

𝜌𝑤. 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝜌𝑣. 𝑑𝑧𝑑𝑥

ʏان حالة ࢭʈي اݍݨرǿعندما أي المقاس ثنا 𝑤 = 0  
ً
  يɴتج ,مثلا

: المستقرة غ؈ف  لݏݨرʈانات

∂𝜌

∂𝑡
+

∂ 𝜌𝑢

∂𝑥
+

∂ 𝜌𝑣

∂𝑦
= 0

اناتʈالمستقرة لݏݨر:

∂ 𝜌𝑢

∂𝑥
+

∂ 𝜌𝑣

∂𝑦
= 0
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غ؈ف  اشتقاق معادلة الاستمرار العامة لݏݨرʈانات غ؈ف القابلة للانضغاط
المستقرة

x

z

y

0

A
B

D

C

Aሖ

Bሖ

D ሖ

Cሖ

𝑑𝑥

𝑑
𝑧

𝜌
𝑢

.𝑑
𝑦

𝑑
𝑧

𝜌
𝑢

+
𝜕

𝜌
𝑢

𝜕
𝑥

𝑑
𝑥

𝑑
𝑦

𝑑
𝑧

𝜌𝑤 +
𝜕 𝜌𝑤

𝜕𝑧
𝑑𝑧 𝑑𝑦𝑑𝑥

𝜌𝑣 +
𝜕 𝜌𝑣

𝜕𝑦
𝑑𝑦 𝑑𝑧𝑑𝑥

𝜌𝑤. 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝜌𝑣. 𝑑𝑧𝑑𝑥

 ʏانات غ؈ف القابلة للانضغاط ࢭʈحالة اݍݨر𝜌 = const , تج معادلةɴت
ة التيار الاستمرار من المعادلات السابقة باسȘبدال التيار الكتڴȊ ʏسرع

ʏيا التاڲȎسɲ سطȊل الأɢاݍݱݨܣ وتأخذ الش:

∂𝑢

∂𝑥
+

∂𝑣

∂𝑦
+

∂𝑤

∂𝑧
= 𝑑𝑖𝑣𝑽      أي         0 = 0

 وعاتوالبال الينابيع من خال للانضغاط قابل غ؈ف ݍݨرʈان الاستمرار شرط

 ݨܣݯ ݍݨزيء اݍݵارڊʏ السطح عف الداخل اݍݱݨܣ التيار يɢون  بأن يقغۜܣ

 
ً
 م السرعة شعاع تفرق  يɢون  أن أي منه اݍݵارج اݍݱݨܣ للتيار مساوʈا

ً
 ,عدوما

.الاحداثيات جملة باختيار تتعلق لا الاستمرار معادلة أن ʇعۚܣ وɸذا

معادلة الاستمرار العامة
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غ؈ف  اشتقاق معادلة الاستمرار العامة لݏݨرʈانات غ؈ف القابلة للانضغاط
المستقرة

x

z

y

0

A
B

D

C

Aሖ

Bሖ

D ሖ

Cሖ

𝑑𝑥

𝑑
𝑧

𝜌
𝑢

.𝑑
𝑦

𝑑
𝑧

𝜌
𝑢

+
𝜕

𝜌
𝑢

𝜕
𝑥

𝑑
𝑥

𝑑
𝑦

𝑑
𝑧

𝜌𝑤 +
𝜕 𝜌𝑤

𝜕𝑧
𝑑𝑧 𝑑𝑦𝑑𝑥

𝜌𝑣 +
𝜕 𝜌𝑣

𝜕𝑦
𝑑𝑦 𝑑𝑧𝑑𝑥

𝜌𝑤. 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝜌𝑣. 𝑑𝑧𝑑𝑥

 ʏانات غ؈ف القابلة للانضغاط ࢭʈحالة اݍݨر𝜌 = const , تج معادلةɴت
ة التيار الاستمرار من المعادلات السابقة باسȘبدال التيار الكتڴȊ ʏسرع

ʏيا التاڲȎسɲ سطȊل الأɢاݍݱݨܣ وتأخذ الش:

∂𝑢

∂𝑥
+

∂𝑣

∂𝑦
+

∂𝑤

∂𝑧
= 𝑑𝑖𝑣𝑽      أي         0 = 0

 وعاتوالبال الينابيع من خال للانضغاط قابل غ؈ف ݍݨرʈان الاستمرار شرط

 ݨܣݯ ݍݨزيء اݍݵارڊʏ السطح عف الداخل اݍݱݨܣ التيار يɢون  بأن يقغۜܣ

 
ً
 م السرعة شعاع تفرق  يɢون  أن أي منه اݍݵارج اݍݱݨܣ للتيار مساوʈا

ً
 ,عدوما

.الاحداثيات جملة باختيار تتعلق لا الاستمرار معادلة أن ʇعۚܣ وɸذا

ʏانات حالة ࢭʈة اݍݨرʈعندما أي ,المستو 𝑤 = 0  
ً
 معادلة تصبح ,مثلا

: حسب الاستمرار
∂𝑢

∂𝑥
+

∂𝑣

∂𝑦
= 0
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السرعة  التيار اݍݱݨܣ عف سطح لتوضيح مفɺوم تفرق شعاع
ʏامڴɢواستخراج قانون غوص الت

y
x

z

0

𝑑𝐴

𝑉

V
𝐴

𝑛

𝐴
𝑉 𝐴

𝐴 𝑉

𝐴
𝐴𝑛

𝛼

𝑉𝑛

التحليل قوان؈ن استخدام ʏالشعاڤ Vector Analysis 

Field اݍݰقل ونظرʈة Theory ʏانيك قوان؈ن صياغة ࢭɢمي 

 رأينا كما .أȊسط صياغة عڴʄ اݍݰصول  لنا يȘيح السوائل

  , الاستمرار لمعادلة بالɴسبة

يح كماȘʈعاعيةش ݍݰقول  المعروفة اݍݰلول  من الاستفادة و 

 ,Analog مماثلة

اضية القوان؈ن إعطاءʈاݍݨافة" الر "  
ً
 ف؈قي مضمونا

ً
  ائيا

ً
  ,معفا
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𝐴
𝑉 𝐴

𝐴 𝑉

𝐴
𝐴𝑛

𝛼

𝑉𝑛

اݍݰالة ʄون  عندما : الأوڲɢالسرعة شعاع ي V اʈالناظم لشعاع مواز ʄالسطح عڴ 𝑨 = 𝑛𝐴 

 ,لݏݵارج ʇش؈ف عندما موجبا ʇعتف الذي الناظم واحدة شعاع 𝑛 حيث ,

لسطح اݍݱݨܣ التيار  اخفاق حالات A

ون  عندما : الثانية اݍݰالةɢالسرعة شعاع ي  
ً
𝛼  بزاوʈة السطح عڴʄ مائلا

𝑄 = 𝑉𝐴. cos 𝛼 = 𝑉𝐴 = 𝑉𝐴 = 𝑽. 𝑨

 التيار اݍݱݨܣ لسائل ثابت اݍݱݨم ʇساوي اݍݨداء الداخڴʏ لشعاع

السرعة ࢭʏ شعاع الناظم عڴʄ السطح
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y
x

z

0

𝑑𝐴

𝑉

V
𝐴

𝑛

عتف : العامة اݍݰالةɲ ان حقل داخل الآنʈا منطقة اݍݨرɺلɢش ʄعي؈ن غ؈ف عڴȖ اɺݯݨم V
A المغلق اݍݵارڊʏ بالسطح ومحددة .

لسطح اݍݱݨܣ التيار  اخفاق حالات A

ليكن 𝑑𝐴  
ً
𝐴, 𝑑𝑨 من  ًسطحيا جزʈئا = 𝑛𝑑𝐴 ان فإذا . عليه الناظم شعاعɠ 𝑽 شعاع 

:يɴتج 𝐴 عف اݍݱݨܣ التيار فان 𝑑𝐴 يخفق  الذي السرعة

𝑄 = න𝑑𝑄
 

 

= ඵ 𝑽. 𝑑𝑨


ة منɺݯݨܣ جزيء من اݍݵارج السائل ݯݨم ب؈ن الفرق  فان أخرى  ج 𝑑𝐴 = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 

ρ أجل من السابقة المعادلة من يɴتج الزمن واحدة ࢭʏ اليه والداخل = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 :

𝑑�̇� =
∂𝑢

∂𝑥
+

∂𝑣

∂𝑦
+

∂𝑤

∂𝑧
𝑑𝑉 = 𝑑𝑖𝑣 𝑽. 𝑑𝑉
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y
x

z

0

𝑑𝐴

𝑉

V
𝐴

𝑛

عتف : العامة اݍݰالةɲ ان حقل داخل الآنʈا منطقة اݍݨرɺلɢش ʄعي؈ن غ؈ف عڴȖ اɺݯݨم V
A المغلق اݍݵارڊʏ بالسطح ومحددة .

لسطح اݍݱݨܣ التيار  اخفاق حالات A

 ونɢʈالفرق  و ʏسبة الإجماڲɴامل بالɢالمعتفة المنطقة ݯݨم ل V:

�̇� = ම div 𝑽. 𝑑𝑉


ساوي  منȖ تج السابق؈ن العلاقت؈نɴالعلاقة ت :

�̇� = 𝑄 = ඵ 𝑽. 𝑑𝐴


= ම div 𝑽. 𝑑𝑉


التɢامڴʏ أوسفوجراسɢي  -لمعروفة باسم قانون غوص
ɢامل يمكن رʈاضيا إرجاع التɢامل اݍݱݨܣ إڲʄ توȋواسطته 

ʏسطڍ
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x

z

0

𝑑𝐴

𝑉

V
𝐴

𝑛

عتف : العامة اݍݰالةɲ ان حقل داخل الآنʈا منطقة اݍݨرɺلɢش ʄعي؈ن غ؈ف عڴȖ اɺݯݨم V
A المغلق اݍݵارڊʏ بالسطح ومحددة .

لسطح اݍݱݨܣ التيار  اخفاق حالات A

 السرعة شعاع تفرق:

div 𝑽 =
𝑑�̇�

𝑑𝑉
=

𝑑𝑄

𝑑𝑉
= 𝜗ொ

 يمثل الكثافة النبعيةSource Density   ونɢللتيار اݍݱݨܣ الۘܣ تنعدم عندما يdiv 𝑽 = 0  ,
 ونɢالنقاط الۘܣ توجد فٕڈا موجبة الكثافة النبعية ت ʏينابيعࢭ  

 ون الكثافة النبعيةɢالنقاط الۘܣ توجد فٕڈا سالبة ت ʏبالوعاتࢭ

ف إعتباطي الشɢل ʇساوي إڲʄ التɢامل اݍݱݨܣ لتغرق شعاع السرعة المع Aإن التيار اݍݱݨܣ لسائل ثابت اݍݱݨم الذي يخرج من سطح مغلق 

div 𝑽يطلق عڴʄ النقاط من حقل اݍݨرʈان حيث . Aاݝݰدد بالسطح اݍݵارڊV  ʏعن الكثافة النبعية داخل اݍݱݨم  > وحيث , ينابيع  0

div 𝑽 < div 𝑽وʈتحقق شرط الاستمرار لɢل منطقة من حقل اݍݨرʈان خالية من الينابيع والبالوعات عندما . بالوعات 0 = 0
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0

𝑑𝐴

𝑉

V
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𝑛

اناتʈالمستقرة للانضغاط القابلة اݍݨر

 العلاقات السابقة شعاع السرعة ʏأن نبدل ࢭ𝑽  ʏشعاع كثافة التيار الكتڴȊ𝜌𝑽.

ʏون  الۘܣ العامة اݍݰالة ࢭɢان مع متغ؈فة الكثافة فٕڈا تɢكتابة ,والزمان المȋالسابقة العلاقة و 

:التالية الشعاعية بالصياغة

div 𝜌𝑽 = −
∂𝜌

∂𝑡

تجɴستɲ ان حقل أنʈمن موضعيا هكثافت تتغ؈ف الذي المستقر غ؈ف للانضغاط القابل اݍݨر 

 شاذة اطلنق محدد ظاɸري  توزع عڴʄ يحتوي  للانضغاط قابل غ؈ف ݍݨرʈان حقلا يماثل الزمن

.ينابيع ) الكبح ( الانضغاط حالة وࢭʏ , بالوعات )الȘسارع ( التمدد حالة ࢭʏ تمثل فراغية
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